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On Correcting One- Particle-Energies by Statistical
Correlation Potentials

HF-energies of outer atomic electrons have been correc-
ted for correlation by Gombas’™ statistical potential Vi
using his well known interpolation formula for the correl-
ation energy of an electron gas as a function of density o.
The choice of statistical electron distributions for g is ad-
equate since in this way features in the derivation of V%
are simulated, leading to good correction values.

1. Einleitung

Statistische Korrelationspotentiale wurden erst-
mals von Gombas [1] zur einfachen Behandlung der
Korrelation in Vielelektronensystemen eingefiihrt.
Im folgenden interessiert insbesondere das Korrela-
tionspotential Vi (s. Gombas [2]), das die Korrela-
tionswechselwirkung eines Elektrons an der Fermi-
Grenze mit den iibrigen Elektronen bestimmt. Gom-
bas gibt folgende einfache Ableitung fiir V:

Superponiert man einem Elektronengas der Dich-
te p eine geringe Anzahl von Elektronen der kleinen
Dichte », so liBt sich die resultierende Korrelations-
energie pro Volumeinheit W (o4 ») wie folgt ent-
wickeln:

Wie+v)=W(o)+ L SRl (1)
¢W(p)/0o v gibt in erster Naherung die Korrela-
tionsenergiedichte, die aus der Wechselwirkung der
zugefiigten (die energetisch hochsten Zustinde be-
setzenden Elektronen) mit den urspriinglichen Elek-
tronen resultiert. Somit ist

1 oW
Vg =——- N{g] (e: Elementarladung). (2)
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W(o) =ow(o) (3)
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kann man fiir w (o) einen bekannten Interpolations-
ausdruck * nach Gombas [2, 3] verwenden und er-
halt

1 485+ 3ol/8
A "82._' _3_9._ pl/3 (4)
e 3 (B2t opl/3)2 -
1 pl/3
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(B1.P2.y1.y2: Konstante der Interpolationsformel).

Im folgenden wird die Berechnung von Einteil-
chenenergien duflerer p-Elektronen ** von Edelgas-
atomen unter Benutzung von V7% behandelt und
mit einer dhnlichen fritheren Arbeit [6] verglichen.
Mit dem Storpotential Vi erhilt man fiir die Kor-
relationskorrektur eines p-Elektrons in erster Ord-
nung

ek = — [yp* Vi ypdv. (3)

Die Verwendung von Vi impliziert die bei der
Anwendung von Elektronengasformeln fundamen-
tale Lokalisierungsannahme, — die in einem Raum-
punkt vorliegende Ladungsdichte als die eines ho-
mogenen Elektronengases aufzufassen. Demgegen-
iitber weichen atomare Systeme

a) — insbesondere auch durch ihre Schalenstruk-
tur — merklich von einem homogenen System,
und

b) — insbesondere in Gebieten kleiner Dichte — von
einem statistisch beschreibbaren System ab.

Um diese Abweichungen klein zu halten, wurden
zur Berechnung von V4 adequate statistische
(TFDW-)Dichteverteilungen verwendet.

2. Berechnung adiquater statistischer Dichte-
verteilungen

Eine systematische Ableitung der halbklassischen
Niherung der Hartree-Fock-Theorie findet man bei
Kirshniz [7]. Wenn die halbklassische deBroglie-

* Dieser Interpolationsausdruck geht fiir ¢ — oo bzw.
o — 0 in die bekannten exakten Ausdriicke fiir diese Grenz-
fille iiber und reproduziert fir !/ = 0.15 die entspre-
chende Korrelationsenergie nach Noziéres und Pines. Es
sei darauf hingewiesen, dal} dieser mit gewissen Unsicher-
heiten behaftete Noziéres-Pines-Wert durch umfangreiche,
neuere Untersuchungen [4, 5] weitgehend bestiitigt werden
konnte.

** genauer der aus diesen HF-Zustinden durch die
Korrelationswechselwirkung adiabatisch resultierenden
Quasiteilchen.
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Wellenlinge 4A=1/p(x) eines HF-Teilchens sich nur
langsam dndert, d.h.

£=|di(x)/dx| <1, (6)

dann kann dessen Impulsoperator $ im HF-Opera-
tor durch die Funktion p(x) ersetzt werden, im
speziellen fiir das Fermi-Elektron durch den Grenz-
impuls pg(x). Die Forderung, daf3 bei letzterer Sub-
stitution die Fermi-Energie ¢p resultieren soll, fiihrt
zur Bestimmungsgleichung fiir pg(x). Lif3t man die
Nichtkommutierbarkeit von Orts- und Impuls-
operatoren auller acht, gelangt man so zur Thomas-
Fermi-Dirac-Gleichung

87

V2po2(x) — —— (o(x) — o(x))
241}
9
— —— Vpy(x) =0, (7)
TTdy

wo ag den Bohrschen Radius, 6 =V2U /47 die La-
dungsdichte der Quellen des dulleren Feldes, geteilt
durch e, und p=po?(x)/37% die TFD-Dichte be-
deuten.

Beriicksichtigt man nun noch die oben vernach-
lissigte Nichtkommutierbarkeit durch einen ent-
sprechenden Operatorformalismus [7], so erhélt man
Quantenkorrekturen (Weizsicker-Korrekturen —
TFDW-Modell), — insbesondere auch der Dichte
(2. Term in nachfolgender Gleichung):

p[)s 1
3a2 96732 pgd

0= (Vpe2)2 — 4pe2 V2pe2].  (8)
Kirshniz konnte zeigen, dafl die Dichtekorrektur in
Gl. (8) ebenso wie der Austauschterm in Gl. (7)
(letzter Term der linken Seite) beide von der Ord-
nung &2 sind. und somit gleichzeitig zu beriicksich-
tigen sind. Die aus Gl. (7) zusammen mit Gl. (8)
folgende TFDW-Gleichung lag den adequaten
Dichteverteilungen zugrunde, deren Berechnung
kurz skizziert seil:

Ausgehend von einer Aufteilung des Raumes in
einen kernnahen, einen kernfernen, sowie einen da-
zwischenliegenden Giiltigkeitsbereich der TFDW-
Gleichung, wurde letztere von einem Startpunkt
(rs, z5) im Giiltigkeitsbereich ausgehend zunichst
in Kernrichtung integriert; z; ist der Wert des ra-
dialen Grenzimpulses z = po%r im Abstand r; vom
Kern?, die Steigung im Startpunkt sei z". Die bei

1 Eine ausfiithrliche Darstellung findet man in [8].
2 Meist wurde 1 a. E. gewiihlt.
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der Integration laufend anfallenden &-Werte liegen
im Giiltigkeitsbereich etwa zwischen 0,3 und 0.5,
und steigen erst in unmittelbarer Kernnihe stark
an3, Demgemill wurde die z-Integration bei einem
&limit = 0.5 abgebrochen, und z durch Extrapolation
zum Kern(-Potential) hin fortgesetzt, was durch
Justierung von z;" erreicht werden kann. Mit dem-
selben zy" wurde nun vom Startpunkt kernauswirts
bis zum Rand R einer EinschlieBungskugel inte-
griert, iiber deren Bestimmung noch zu sprechen
sein wird. Die so bestimmte z(r)-Verteilung bzw.
korrespondierende Elektronendichte wird im all-
gemeinen die Normierungsbedingung noch nicht er-
fiillen, doch kann dies durch Justierung von z; er-
reicht werden. Das aus dem TFD-Modell bekannte
Konzept einer EinschlieBungskugel auch im TFDW-
Fall anzuwenden* sei hier kurz begriindet: Die Be-
schreibung der als halbklassisch aufgefaBiten Be-
wegung der Atomelektronen (s. oben) versagt be-
kanntlich in den Umkehrpunkten: da deren Wellen-
funktionen jedoch im klassisch verbotenen Bereich
sehr rasch abnahmen, kann in guter Niherung als
Randbedingung deren Verschwinden schon an den
Umkehrpunkten R gefordert werden (s. [9]). Diese
Niherung wurde auch fiir die immer noch vorwie-
gend halbklassische Bewegung der Elektronen mit
Quantenkorrekturen beibehalten. Die Ausdehnung
der EinschlieBungskugel, R, wurde fiir freie Atome
aus der Forderung nach dem Verschwinden der
Feldstirke an deren Oberfliche bestimmt [8]. Dal3
durch dieses Verfahren eine im Mittel recht gute
Beschreibung der duBeren Bereiche elektronenrei-
cher Atome (Ar, Kr) erreicht wird, zeigt ein Ver-
gleich der so erhaltenen TFDW-Suszeptibilititen
mit den entsprechenden Hartree-Fock (HF) [10]
bzw. Hartree-Fock-Slater (HFS) [11] Werten.
Die verwendete Van-Vleck-Formel

= — (Le2[6me2)r?

beinhaltet vermége 72, des atomaren Mittels von 72,
einen empfindlichen Test der dulieren Elektronen-
verteilung, respektive der Radien R der Einschlie-
Bungskugeln.

3 Fir Xe z.B. wird £ = 0,5 erst bei r = 0,01 a.E.
itberschritten.

4 Die in TFDW-Atomen im Vergleich zu TFD-Atomen
so erhaltenen kleineren R-Werte sind im Einklang mit
Kirshniz" Resultat, dal} der Beriicksichtigung der Quanten-
korrekturen ein zum Atominneren gerichteter Druck und
damit Komprimieren der TFD-Atome entspricht [12].



Notizen

Tabelle 1. Suszeptibilititen (in 10-¢ cgs-E).

ATFDW FHF ZHFS
Ne — 12.22 — 743 — 7.09
Ar — 19.46 — 20.63 — 19.17
Kr — 31.61 — 31.32 — 29.06

Die aus der halbklassischen Natur der TFDW-
Elektronen de facto folgende Begrenzung auf den
Raum innerhalb einer EinschlieBungskugel vermei-
det nach Ansicht des Verfassers gleichzeitig jene
statistisch nicht mehr erfaBbaren (in der Literatur
jedoch hiufig durch unkritische, formale Fort-
setzung statistischer Gleichungen aus dem Giiltig-
keitsbereich nach » = oo ,,beschriebenen®), duleren
Bereiche allzugeringer Elektronendichte.

R-Werte adiquater Dichteverteilungen fiir Kor-
relationspotentiale werden im nichsten Abschnitt
bestimmt.

3. Addquate Dichteverteilungen fiir Korrelations-
potentiale. Korrigierte Einteilchenenergien

Lundqvist und Ufford [6] berechneten Korrela-
tionskorrekturen der (dulleren) p-Elektronen von
Ne, Ar und Kr nach Gl. (5) unter Verwendung der
HFS-Wellenfunktionen von Herman und Skillman
[13]: das verwendete Korrelationspotential beruht
auf Elektronengasresultaten nach Hedin, sowie ei-
ner graphischen Extrapolation derselben zu kleine-
ren Dichten. Diese Korrelationskorrekturen finden
sich in der zu Ende der Arbeit stehenden Tabelle
unter et P, wo auch HF-p-Elektronenenergien
enr nach Herman-Skillman [13]1, sowie korrespon-
dierende experimentelle Werte2 aufgelistet sind.

Wir haben analoge Rechnungen, jedoch mit dem
Gombas-Korrelationspotential nach Gl. (4) durch-
gefiihrt: Die entsprechenden ef%M°d.Werte der
folgenden Tabelle favorisieren deutlich das Gombas-
Potential, das somit auch im folgenden Korrektur-
verfahren verwendet wurde.

Grundlage dieses Korrekturverfahrens ist eine
moglichst weitgehende Simulierung der bei der
Elektronengasableitung von Vi implizierten Ver-

1 Diese weichen nicht sehr von entsprechenden, die
Orbitalrelaxation enthaltenden HF-Differenzenergien (s.
Clementi [14]) ab, und wurden somit des besseren Ver-
gleichs wegen beibehalten.

2 basierend auf Termwerten nach Moore [15].
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hiltnisse im Falle einer Anwendung von Vi auf
Atome. Die bei der Herleitung von Vi verwendete
Elektronengasdichte ¢ entspricht dann der Dichte
des ,,Atomrumpfes‘‘, und entsprechend ¢ 4 » der des
Atoms; die Dichte des herausgegriffenen p-Elek-
trons ist also nicht in p einzubeziehen. Wihlt man
fiir o die Dichte des nach Abzug des p-Elektrons
verbleibenden Ions, so weicht man von der Elek-
tronengasableitung insofern ab, als dort beide La-
dungsdichten g und » mit einem kompensierenden
positiven Ladungshintergrund assoziiert sind — im
Falle des Ions eine solche Ladungskompensation
jedoch nicht mehr gegeben ist. Wihlt man anderer-
seits — im Hinblick auf Ladungskompensation —
fiir p die Ladungsverteilung des Atoms ,,Z —1°, so
werden hierdurch die atomaren Eigenschaften ver-
filscht: berechnet man beispielsweise die Suszepti-
bilitit von Ar als Summe (des diamagnetischen An-
teils) der HF-Suszeptibilitit von Cl und der des
Ar-3 p-Elektrons, so erhilt man einen um fast 209,
dem Betrage nach zu groflen Wert — ein Ar-Atom
ist eben nicht ein freies Cl-Atom plus einem Ar-3p-
Elektron.

Im vorliegenden Korrekturverfahren wurde das
eben erwihnte freie HF-Atom der Ordnungszahl
Z — 1 durch ein entsprechend komprimiertes TFDW-
Atom (gemill Abschnitt 2) derselben Ordnungszahl
ersetzt, in dessen korrespondierendem Korrelations-
potential Vi (0;"%W) sich das betrachtete HF-p-
Elektron bewegt ; und dessen Ausdehnung R aus der
Forderung bestimmt wurde, daf die Suszeptibilitit
des Gesamtsystems TFDW-Rumpfatom + p-Elek-
tron gleich sei der des betrachteten HF-Atoms,

Man hat auch hier, wie im Fall der freien Atome
in Abschnitt 2, die Neutralitit des Gesamtsystems
TFDW-Rumpfatom -+ p-Elektron zu fordern und
daraus die Ausdehnung R des Rumpfatoms zu be-
stimmen. Die fiir freie Atome aus der Neutralitits-
forderung berechneten R-Werte fithren (von relativ
elektronenarmen Systemen wie Ne abgesehen) zu
Suszeptibilititswerten, die in guter Ubereinstim-
mung mit den entsprechenden HF-Werten sind
(vgl. die Tabelle in Abschnitt 2). So dafl man bei
Kenntnis letzterer daraus umgekehrt die korrespon-
dierenden R-Werte hiitte berechnen kénnen — ein
Vorgehen, das gegeniiber der R-Bestimmung aus
der Neutralitatsforderung rechnerische Vorteile bie-
tet und deshalb (unter Beriicksichtigung des p-Elek-
tronen-Anteils zu y) der Berechnung von R fiir das
TFDW-Rumpfatom zugrunde gelegt wurde; wobei
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nochmals daran erinnert sei, daB} die Suszeptibilitit
zufolge ihrer 7Z-Abhiingigkeit eine besonders sen-
sitive Kalibrierung von R ermdéglicht.

Noch eine Bemerkung zum TFDW-Rumpfatom
selbst: Das Ersetzen der restlichen (d.h. der auller
dem herausgegriffenen p-Elektron vorhandenen)
HF-Elektronen durch , TFDW-Rumpfatom-Elek-
tronen‘’ verletzt zwar die Selbstkonsistenz des HF-
Verfahrens; doch mull man andererseits bedenken,
dal} auch bei einem Aufbau des Korrelationspoten-
tials VX aus den restlichen HF-Elektronen deren
Selbstkonsistenz insofern nicht korrekt genutzt
wird, als sie hierbei lokal als ebene Wellen inter-
pretiert werden — wihrend die TFDW-Rumpf-
atom-Elektronen letzterer Interpretation wesentlich
besser gerecht werden.

Unser Korrekturverfahren simuliert mehrere, bei
der Herleitung von Vi auftretende Charakteristika:

o) Kommt die ,.geglittete, d.h. keine Schalen-
struktur aufweisende Elektronendichte des
TFDW-Atoms einer Anwendung von Korrela-
tionsformeln fiir das homogene Elektronengas
— und damit der Herleitung von Vi — ent-
gegen.

f) Ist die zu fordernde Erhaltung der Ladungs-
kompensation bei Hinzufiigen der Elektronen
der Dichte » erfiillt.
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